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Das Jahn-Teller-Theorem wird, im Gegensatz zur Beweisfithrung von JAnN und TELLER,
ohne die Notwendigkeit einer detaillierten Diskussion einzelner Symmetrien und ihrer Reali-
sierungsmdglichkeiten durch Atomanordnungen nach dem Muster einer frither gegebenen
Argumentation [4] nochmals bewiesen. Dabei tritt der allen Einzelfallen gemeinsame physika-
lische Grund fiir die Giiltigkeit des Theorems in den Vordergrund. Spin-Bahn- und Spin-
Spin-Wechselwirkung der Elektronen werden von Anfang an mit beriicksichtigt. Der Beweis
ohne Zuhilfenahme von Tabellen itber Darstellungen von Normalkoordinaten usw. wird mag-
lich unter Verwendung eines im Anhang abgeleiteten Satzes iiber die Induktion von Darstel-
lungen endlicher Gruppen.

The Jahn-Teller theorem is proved again in a way roughly outlined some time ago [4]. In
contrast to the way chosen by Jarx and TELLER the new method of proof eliminates the neces-
sity of detailed discussions of specified symmetries and their realizations in molecules, and
clearly shows the physical basis common to all special cases on which the theorem does apply.
Spin-orbit and spin-spin interaction of the electrons are taken into account from the very
beginning of the proof, and the aid of tables with numerous detailed data illustrating normal
coordinates ete. is made unnecessary. In the appendix a theorem on the induction of represen-
tations of finite groups is given which makes the proof possible in its present form.

La présente publication donne de nouveau une démonstration du théortme de Jahn-
Teller, qui, sans discussion détaillée des symétries différentes et de leur réalisation dans les
molécules, méne directement au résultat souhaité suivant les arguments d’une publication
antérieure [4]. Au cours de cet exposé les aspects physiques communs & tous les cas spéciaux
sont mis au point. Dés le début on a tenu compte des interactions spin-orbite et spin-spin des
électrons. La démonstration menée sans tableaux de représentations des coordonnées norma-
les ete. est rendue possible par un théoréme sur I'induction des représentations de groupes
finis traité dans Pappendice.

Einleitung

Fiihrt die quantenmechanische Behandlung eines Molekiils mit symmetrischer
Anordnung der Atome in der Naherung fixierter Kernorte auf symmetriebedingte
Energieentartung, so ist es fir den Entartungsfall nicht méglich, unter Berufung
auf die Kerngeriistsymmetrie, also mit den Mitteln der Gruppentheorie, das
Wirken symmetrievermindernder Krifte am Kerngeriist auszuschlieBen; es sel
denn, das Molekiil ist linear gebaut oder die Entartung ist die Kramers-Entartung.
Dies ist die exakte Aussage eines Beweises, der 1937 von H. A. JauN und E.
TELLER |2, 3] gefithrt wurde. Das Ausbleiben der oben genannten Schliisse beruht
notwendig auf der Berficksichtigung grundsétzlich wirksamer Einflisse geringe-
rer Symmetrie. Wiirden im Einzelfall symmetrievermindernde Krifte trotzdem
verschwinden, so miiite dies dem Zufall zugeschrieben werden. Die Erfahrung
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lehrt uns, daB solche Zufille selten sind. Eine nichtlineare Symmetrie der Kern-
konfiguration eines Molekiils in einem Zustand (nicht nur Kramers-) entarteter
Energie entspricht demnach, von unwahrscheinlichen Zufillen abgesehen, keiner
Gleichgewichtslage der Kerne. In dieser Aussage liegt die physikalische Bedeutung
des Jahn-Teller-Theorems. )

Der von Janx und TELLER angefithrte Beweis beruht auf einer Beurteilung
der Energieinderung des Molekiils bei Geriistdeformationen mittels einer Sto-
rungsrechnung, und er wird fir die verschiedenen Symmetrien und zu jeder
Symmetrie fiir die damit vertriglichen moglichen Kernanordnungen im einzelnen
erbracht. Dazu sind umfangreiche Tabellen erforderlich. Auflerdem wird Bahn-
und Spinentartung getrennt behandelt, und die Beriicksichtigung der Spin-
Bahnwechselwirkung macht zusétzliche Betrachtungen notwendig. Es ist daher
schwer moglich, einen charakteristischen Grund fiir die Giiltigkeit des Theorems
aus diesem Beweisverfahren zu entnehmen. Das Bemiihen, einen Beweis zu
geben, der diese Nachteile nicht aufweist, ist zugleich von der Hoffnung bestimmt,
die allen Einzelfillen gemeinsame physikalische Ursache fiir dieses Phinomen
deutlicher zu machen. Die Formulierung eines solchen Schlusses in Worten wurde
1957 von uns [4] fiir Bahnentartung gegeben. Als logisch zwingender Gedanken-
gang fir den nachfolgenden Beweis und zugleich als dessen Résumé sei er hier,
wegen der unndtigen urspriinglichen Beschrinkung auf Bahnentartung etwas
abweichend formuliert, nochmals ausgesprochen.

Liegt in einem symmetrischen Molekil mit starrem Kerngeriist symmetriebe-
dingte Energieentartung vor, die nicht ausschlieBlich von der Invarianz der Energie
gegeniiber einer Bewegungsumbkehr der Blekironen herrithrt (Kramers- Entartung),
dann enthilt die Kerngeriistsymmetrie mindestens eine Dreh- oder Drehspiegelachse
mit einer Zihligheit, die grofier als zwei ist. In diesem Falle findet sich unter den
miteinander entarteten Eigenfunktionen immer eine, deren zugehirige Elektromen-
verteilung gegeniiber diesen Achsenoperationen nicht totalsymmetrisch ist. Mit Aus-
nakme reiner Kramers- Enlartung hat dann auch das elektrische Feld, das von den Elek-
tronen in diesem Zustond erzeugt wird, diese Eigenschaft. Wahkrend also fiir das
elekirische Feld die Achsenoperationen keine Deckoperationen sind, kommt ein
auferhalb der Achse gelegener Atomkern mit symmetriedquivalenten Kernen zur
Deckung. In einem wichtlinearen Molekiil wiirden also beziiglich dieser Achsensym-
melrie dquivalente, nicht auf der Achse liegende Atomkerne an nichtdquivalenten
Stellen eines elektrischen Feldes liegen. Aquivalente Gleichgewichislagen von geladenen
Teilchen an wichidguivalenten Feldorten wdren aber wicht symmetriebedingt und
nur mit dem zufilligen Verschwinden des Feldes an similichen Kernorten zu er-
Fliren. Abgesehen von solchen Zufillen kann demnach die angenommene Symmetrie
des Kerngeriists bei einem nichtlinearen Molekiil keiner Gleichgewichtskonfiguration
entsprechen.

* In der unter [4] zitierten Formulierung wird von einer verschiedenen Energie der Lage
dquivalenter Atomkerne gesprochen, obwohl ausschlieBlich das Feld zur Argumentation
bentitzt wird. Diese Ausdrucksweise ist unkorrekt insofern, als der Schluf nur auf eine Ver-
schiedenheit des elektrischen Feldes an den Stellen dquivalenter Kernlagen zu ziehen ist. Wie
sich bei unserer spéteren Fallunterscheidung Aa) und Ab) zeigen wird, ist ein Schluf} auf die
Verschiedenheit der potentiellen Energie mit Ausnahme von zwei Fillen gerechtfertigt, in
denen nichtradiale Kernverriickungen diskutiert werden miissen.
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Quantenmechanische Formulierung und Giiltigkeitsgrenzen des Theorems
Um diesen Schluf in der Sprache der Quantenmechanik nachzuvollziehen, ist
zu zeigen, dal} es unmoglich ist, eine Ungleichung

(055 ) + 0 (1)

mit der folgenden physikalischen Bedeutung und unter den folgenden Bedingun-
gen mit Symmetrieargumenten zu widerlegen.

A sei der vollsténdige Energieoperator (einschlieBlich Spin-Spin- und Spin-
Bahn-Wechselwirkung der Elekironen) fiir ein Molekill mit starrem nicht-
linearen Atomkerngeriist der Symmetrie ®.

@ sei Eigenzustand zu einem symmetrieentarteten Eigenwert von 5.

g sei Koordinate eines Punkts im Konfigurationsraum symmetrieiquivalenter
Atomkerne, d. h. einer Gesamtheit von N Kernen mit der Eigenschaft, daf
jeder mit jedem durch eine Symmetrieoperation aus & zur Deckung gebracht
werden kann.

57 et die Ableitung im XKonfigurationsraum der dquivalenten Kerne in einer

Richtung, die zufolge einer geeigneten Wahl des Koordinatensystems einer
nichttotalsymmetrischen Deformation d¢ des Kerngeriists entspricht.

((p, % (p> hat also die Bedeutung eines Erwartungswerts der elektrischen Kraft

auf diese Kerne in Richtung der nichttotalsymmetrischen Verriickung dg im
Konfigurationsraum.

((p, g—q{ (p) dq wire demnach der Erwartungswert der Arbeit bei einer virtuellen,
nichttotalsymmetrischen Verriickung dg*.

Der quantenmechanische Nachweis der Unwiderlegbarkeit der Ungleichung
(1) bestatigt die oben gegebene Deduktion des Jahn-Teller-Theorems mit Worten
in allen Einzelheiten. Er kann folgendermaflen zusammengefalit werden.

Bei symmetriebedingter Energieentartung kann das Verschwinden des Er-
wartungswerts der virtuellen Arbeit fiir eine symmetrievermindernde, geeignet
gewihlte virtuelle Verriickung dg dquivalenter Atomkerne in nichtlinearer An-
ordnung deswegen nicht geschlossen werden, weil eine zugehérige Elektronen-
dichtematrix (Elektronenverteilung) mit Ausnahme reiner Kramers-Entartung
einen bewegungsumkehr-invarianten Bestandteil hat (Beitrag zum elektrischen
Feld), der nicht totalsymmetrisch ist.

In diesem Resultat des nachfolgenden Beweises sehen wir den physikalischen
Grund fir die Giiltigkeit des Theorems.

* In einer 1959 erschienenen Arbeit von CLinToN und Ricr [7] unter dem Titel ,,Reformu-
lation of the Jahn-Teller Theorem** wird die ZweckméfBigkeit einer Diskussion des Theorems
ohne Stérungsrechnung durch Beispiele belegt. Der Ausgangspunkt ihrer Betrachtung, die

B, #
Variation des Erwartungswertes der Energie nach den Kernparametern %—ﬁ dg fihrt
iiber das Hellmann-Feynman-Theorem zu dem hier eingenommenen Standpunkt. Die bereits
in [4] skizzierte Beweismoglichkeit auf dieser Basis wird nicht diskutiert. Insofern enthélt die
Arbeit weder fiir den Beweis gegeniiber [2, 3] noch fir die Interpretation des Jahn-Teller-
Theorems gegeniiber [4] neue Aspekte.

22%
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Vor dem eigentlichen Beweis sollen den Giltigkeitsbereich des Theorems be-
treffende Bemerkungen tber die Begriffe Molekiilsymmetrie, Symmeirie des
LEnergieoperators, Symmetricentartung und Zufall gemacht werden.

Unter Molekiilsymmetrie wird nach Art ihrer experimentellen Feststellung
eine innerhalb eines endlichen Zeitintervalls zeitunabhingige Besonderheit in der
Geometrie der Atomanordnung verstanden. Sie ist charakterisiert durch die
Symmetriegruppe & aller Drehungen, Spiegelungen und Drehspiegelungen,
welche das Molekiil mit sich zur Deckung bringen. Mit dieser Begriffsbildung ist
also, wenn die Atomkerne als klassische Teilchen angesehen werden, eine zeitliche
Mittelung der Kernlagen vorausgesetzt.

Fiir die folgende Untersuchung wird das Molekiil in der Naherung starrer
Kernanordnung behandelt. Diese Annahme ist nach der Born-Oppenheimer-
Néaherung ein physikalisch sinnvoller Ansatz fiir die Gleichgewichtslage der Kerne
in einem realen Molekiil. Unsere Resultate, eine Kritik an der Symmetrie der
Gleichgewichtslage der Kerne, betreffen daher die Molekiillsymmetrie nur in soweit,
als Molekiilsymmetrie und Symmetrie der Gleichgewichtslage identisch sind. Dies
trifft wohl im allgemeinen zu; dal} es aber nicht notwendig der Fall sein muB, sei
hier ausdriicklich hervorgehoben.

Der vollstéindige Energieoperator # eines starren Molekiils enthélt die Kern-
koordinaten nur als Parameter. Die relevanten Konsequenzen der Kernsymmetrie
fir den Energieoperator bestehen in seiner Invarianz gegeniiber Relativbewe-
gungen und -spiegelungen zwischen dem System der Kerne und dem System der
Elektronen gemifl der Beziehung

O (r) o OF' (r) = # = Og' (r) # Ok (r) . (2)

Dabei sind @g (r) und Ok (r) dem Gruppenelement » zugeordnete Operatoren, die
auf die Elektronen- bzw. Kernvariablen wirken. Bei Anwendung eines solchen
Operators auf eine Zustandsfunktion spinbehafteter Teilchen ist allerdings zu be-
achten, daBl zwei Drehungen oder Drehspiegelungen, die sich um eine Drehung &
mit dem Drehwinkel 2 7z unterscheiden, von verschiedenem EinfluB sein kénnen.
Erst eine Drehung um 4 7z 14846 eine solche Zustandsfunktion in jedem Falle unge-
andert. Demgemé ist es im Sinne einer umkehrbar eindeutigen Zuordnung zwischen
Operatoren und Gruppenoperationen notwendig, die Operatoren den Symmetrie-
operationen der Doppelgruppe &' zuzuordnen. &' besteht aus Elementen 7, re, die
gich paarweise um ¢ unterscheiden, und esist 7 = &r und % = e = Gruppeneinheit.
Demgemal gilt die Isomorphiebeziehung @ = G1/(e, ¢).

Da im Energieoperator eines Molekiils mit starrem Kerngeriist und Kernen
ohne Spin kein duBeres Magnetfeld auftritt, ist s# auch mit dem Zeitumkehr-
(oder Bewegungsumkehr-) operator 7~ vertauschbar. Die Zeitumkehroperation #
als Gruppenelement steht mit den Gruppenelementen r aus @t im Zusammenhang.
Es gilt ndmlich 2 = ¢ und #r = 7¢ fiir alle r aus . Damit ist

G = (B, &)

als die Symmetriegruppe von # aufzufassen. Sie enthilt &' als Normalteiler vom
Index 2. Ein weiterer Normalteiler ist die Zeitumkehrgruppe T = (f, 2 = ¢, 3, e),
und es gilt

G=8/T .
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In dieser Isomorphiebeziehung kommt zum Ausdruck, dall Operationen aus &
in ihrer Anwendung auf zeitumkehrinvariante Zustandsfunktionen als Opera-
tionen aus & aufzufassen sind, dafl also in diesem Fall Operatoren O (r), O (rg),
T O (r), T O (re) nicht unterschieden werden miissen und durch einen Operator
0 (9) zu einem Element g aus & ersetzt werden kdnnen.

Die Permutationsgruppe der Elektronen, die auch zur Symmetriegruppe von
H zu zihlen wire, hat {iber das Pauli-Prinzip hinaus keine weiteren Konsequen-
zen fir Energieentartung. Sie kann daher fiir das Folgende unberiicksichtigt
bleiben.

Energieentartung, die wegen der Symmetrie & von # auftritt, nennen wir
symmetriebedingt. Eine zusétzliche Entartung wire ,,zufillig”. Der Begriff Zu-
fall ist hier mit der Definition ,,Symmetrie des Energieoperators® verkniipft. Es
besteht Veranlassung, anzunehmen, daf mit der Erfassung der ganzen rdumlichen
Symmetrie & des Energieoperators in der Symmetriegruppe & alle relevanten
Symmetrien erfalit sind. Entsprechend zeigt die Erfahrung, dal zufillige Entar-
tung selten ist.

Der Zufall kommt auch ins Spiel bei der Behauptung, die angenommene Sym-
metrie als Symmetrie der Gleichgewichtslage sei bis auf Zufille auszuschliefen.
Der Zufall erscheint in der mathematischen Behandlung als die Zufélligkeit, mit
der ein Integral den Wert Null annimmt, wenn feststeht, daff alle dazu hinreichen-
den Symmetrieeigenschaften des Integranden beziiglich & nicht vorliegen.

SchlieBlich betrifft der Zufall auch die richtige Wahl der Kernkoordinaten als
Gleichgewichtslage gegeniiber totalsymmetrischen Deformationen. Von dieser
Wahl muB aber eine Analyse der Voraussetzung ,Symmetrie der Gleich-
gewichtslage’ unabhéngig sein. Dasselbe gilt fiir alle nicht symmetrievermindern-
den Verriickungen des Kerngeriists. Es ist daher im folgenden dafiir Sorge zu
tragen, dal totalsymmetrische Deformationen und Kernverriickungen, die einer
starren Bewegung des ganzen Kerngeriists entsprechen, zur Kritik an den Gleich-
gewichtslagen der Kerne nicht herangezogen werden.

D

o . . ..
2 invariant gegeniiber

Ebenso wie 5 gemaf Gl. (2) ist auch der Operator

der gleichzeitigen Anwendung von Gruppenoperationen aus @ auf Kern- und Elek-
tronenvariable, d. h.

o _ oA
Ok (r) Og (r) £l Ug' (r) 0% (r) = 2q (3)
woraus folgt
oH _ _ oH
O (r) 2 Og' (1) = O () 'S Ok (r) . (3a)

Da andererseits i dq invariant ist gegeniiber Transformationen der Kernkoor-

dinaten, muf} sich Z%f beziiglich der Kernkoordinaten kontragredient zu dg oder

wegen (3a) dg beziiglich der Kernkoordinaten dquivalent zu % beziiglich der

Elektronenvariablen transformieren. Im folgenden wird 0 mit @ bezeichnet.
Es erweist sich als vorteilhaft, fiir Ungleichung (1) die Orts-Spin-Darstellung
zu wihlen:
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o \ -
(755 0) = S e@e) o @a) . @
Dabei steht « fir die Orts- und Spinkoordinaten simtlicher Elektronen.

S bedeutet beziiglich der Ortskoordinaten Integration und beziiglich der
Spinkoordinaten Summation. Im folgenden soll der Prozess S kurz als ,,Integra-

tion iiber die Elektronenkoordinaten‘‘ bezeichnet werden.

% (=, ') ist der Operator der elektrischen Kraft auf die Kerne in Richtung
der Verrtickung dg in der Orts-Spin-Darstellung, und ¢ (2, 2') = ¢ () ¢*(z') ist die

Elektronendichtematrix zur Eigenfunktion g(x) in derselben Darstellung.
Das Integral S o(z, z') g?—;—f (#', z) ist in seiner Eigenschaft als Erwartungs-
wert per definitionem invariant gegeniiber gemeinsamen unitdren oder antiuni-

tdren Transformationen von g und%}?. Da sowohl das Integral selbst wie der

. oH . . . .
zweite Faktor des Integranden, 3 (#', x), zeitumkehrinvariant ist, kann nur der

zeitumkehrinvariante Anteil g, von g gemil einer Zerlegung ¢ == ¢, fo_ =
=3(+0)+%(0—0) 0 =TT, einen Beitrag zum Integral liefern. Es

gentigt also, den Integranden von S o, (x, 2') »ZZ—? (#', ) hinsichtlich seines Trans-

formationsverhaltens gegeniiber @ =~ &/¥ zu untersuchen. Das Transformations-
verhalten gegeniiber & charakterisiert das Transformationsverhalten gegeniiber
€ solange, als J Einheitsoperator ist. Dies ist nur fiir eine zeitumkehrinvariante
Basis bzw., wie spéater gezeigt wird, fur reelle Darstellungsmatrizen der Fall. Die
Darstellungen von &, welche aus irreduziblen Kodarstellungen* von & hervor-
gehen, sind dementsprechend reell irreduzibel.

Denken wir uns den Integranden in Komponenten nach den reell irreduziblen
Darstellungen der Gruppe & zerlegt, so folgt, dafi eine von Null verschiedene
Komponente zur identischen Darstellung in dieser Zerlegung vorkommen mus,
wenn das Integral nicht verschwinden soll; denn alle itbrigen Komponenten tragen

zum Integral nichts bei. Da der Integrand als Produkt von g, und —%yf vorliegt,

kann das Auftreten einer Komponente zur identischen Darstellung aus der Kom-
ponentenzerlegung der beiden Faktoren beurteilt werden. Die identische Darstel-
lung wird nur vom Produkt solcher Komponenten induziert, die zu adjungierten
Darstellungen gehéren. Da adjungierte reelle Darstellungen dquivalent sind und

. oA . .. -
da ferner das Transformationsverhalten von e und dq, wie frither erwahnt, das-

selbe ist, lduft die Untersuchung darauf hinaus, die Darstellungen I, und I,
von & auf gleiche reell irreduzible Bestandteile hin zu untersuchen. Damit die

Aussage, ,,abgesehen von Zufillen verschwindet der Erwartungswert ((p, %}yi )

nicht®, nicht auf der Beurteilung von totalsymmetrischen Deformationen, Trans-
lationen und Rotationen beruht, miissen in [, irreduzible Bestandteile, die
solchen Verriickungen entsprechen, aufler acht gelassen werden.

* Beziiglich des Begriffs Kodarstellung, zu welchem das Auftreten des antiunitdren Ope-
rators 7~ Veranlassung gibt, vgl. WieNER [6].
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Fir das Verstdndnis des nachfolgenden Beweises ist die Kenntnis des im An-
hang abgeleiteten Induktionssatzes und der dabei benutzten Nomenklatur er-
forderlich.

Der Beweis

Die Symmetrieuntergruppe jener Deckoperationen aus der Symmetriegruppe
® eines Molekiils, die einen Atomkern  fest lassen, sei U. Wir wihlen diesen Atom-
kern auflerhalb des Fixpunkts aller Deckoperationen der Symmetriegruppe und
aulerhalb der Hauptachse, falls die betreffende Symmetrie eine Hauptachse
besitzt; das ist immer moglich fiir Molekiile nichtlinearer Kernanordnung. In
jedem Falle gilt also

N C Oy mit ns 5.

1l ist demnach eine der Symmetriegruppen O, Cs, Cp, Cyy. Eine Auslenkung
Oqq des Atomkerns o induziert eine Darstellung vsq, von . Der zugehérige Dar-
stellungsmodul g, ist ein Vektorraum von Auslenkungen des Atoms ¢ mit der
Dimension d, 1 £ d< 3. Der Modul mj,, zur Untergruppe 11 induziert eine Darstel-
lung s, von & regulir; regulir deshalb, weil alle Operationen einer Linksneben-
klasse von Il den Kern @ in einen dquivalenten Kern b uberfithren, wihrend Ope-
rationen aus verschiedenen Linksnebenklassen den Kern ¢ in verschiedene dqui-
valente Kerne iiberfithren. Die Zahl der Linksnebenklassen und die Zahl der zu a
dquivalenten Kerne ist also dieselbe. Auslenkungen verschiedener Kerne sind aber
linear unabhingig.

Der zeitumkehrinvariante Dichtematrixanteil o, zu einer Eigenfunktion ¢
induziert eine Darstellung y,, von WI. Der zugehdrige Darstellungsmodul m,,, ein
Linearformenmodul solcher Matrizen, induziert eine Darstellung I, von .
(Diese Induktion ist it allgemeinen nicht regulér.)

Unser Beweisverfahren 1duft nun darauf hinaus, ¢ und d¢, so zu wahlen, dal
m,, und g, dquivalente Darstellungsmoduln zu U, die Darstellungen y,, und y,q,
also gleich sind. Unter dieser Voraussetzung besagt der Induktionssatz

I‘Q+£F54u'

Damit ist aber eine Zerlegung von Ijg, in zwei Bestandteile I'sg, = I'sy + ['y;
gewihrleistet, deren einer I'sy gleich I, ist. In der Produktdarstellung 17, x I,
gibt somit jeder irreduzible Bestandteil von s, zu einer identischen Darstellung
Veranlassung. Daraus folgt, daf fiir alle Verriickungen aus dem Darstellungs-
modul zu g, also fiir spezielle Linearkombinationen von Auslenkungen der zu
o dquivalenten Atomkerne, das Bestehen der Ungleichung (1) nicht ausgeschlossen
werden kann.

Das Jahn-Teller-Theorem ist demnach bewiesen, wenn g, und g, so gewahlt
werden konnen, daf3

1. Yor = Yog, b2W. My, ~ Mgy, ist,
2. I, nicht die identische Darstellung ist und

3. der Darstellungsmodul zu I'sq keine starren Bewegungen des ganzen Kern-
gerlst enthalt*.

* Diese Bedingung ist hinreichend, aber nicht notwendig. Es wiirde geniigen, zu fordern,
daf} der Modul zu I's, nichttotalsymmetrische Deformationen des Kerngeriists enthiilt.
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Es wird sich zeigen, daB nur im Falle reiner Kramers-Entartung die Bedingung
2. nicht erfiillbar ist. (Dagegen existiert bei linearen Molekiilen, fiir welche die
Bedingungen 1. bis 3. zur Diskussion des Jahn-Teller-Effekts gleichfalls kompetent
wiren, keine Auslenkung d¢, gema8 1., falls Bedingung 2. gilt.)

Mit den Bedingungen 1., 2. und 3. bringt der Induktionssatz zum Ausdruck,
daB ein beweisendes Kriterium fiir das Theorem, die Ubereinstimmung des Trans-
formationsverhaltens von nichttotalsymmetrischer Geriistdeformation und
Dichtematrixanteil g, eine Folge der Indquivalenz des Transformationsverhal-
tens von g und dem totalsymmetrischen Kerngeriist ist.

Der Versuch, diesen Sachverhalt ohne Verwendung einer mathematischen
Nomenklatur in Worte zu fassen, fithrt zu der in der Einleitung gegebenen Formu-
lierung.

Zur Priifung der genannten drei Bedingungen haben wir die Félle gerader und
ungerader Elektronenzahl getrennt zu behandeln.

Die Notwendigkeit dieser Fallunterscheidung folgt aus dem unterschiedlichen Transforma-
tionsverhalten der Bigenfunktionen bei Anwendung der Operationen zur Symmetriegruppe &.

Die Kommutativitdt #f = ir zwischen Zeitumkehroperation und Gruppenelsmenten aus
&t zusammen mit der Antilinearitit des Operators 7 (¢ = — 1.7 ) driicktsichin der folgenden
Beziehung zwischen den Matrizen einer Kodarstellung aus:

D1(t) D () D (t) = D* ()
und

D@ D*@) = D@*) = D). (5)
Entsprechend den moglichen Werten D (¢) = 4 E (% = Einheitsmatrix) unterscheiden wir:

A. Gerade Elektronenzahl [D (&) = K|
Das Charakteristikum von Eigenfunktionen und Elektronendichtematrix beziiglich der
Symmetriegruppe &

Mit ¢ und Ty gehoren auch (1 + &) pund i (1 — J) yp zum Kodarstellungsmodul von &.
Die beiden letzten Funktionen sind zeitumkehrinvariant. Auf eine zeitumkehrinvariante
Basis @i bezogen, wird aber D () = E. Die Kodarstellung von & wird zur Darstellung von
@ = /T, und wegen (5) ist diese Darstellung reell. Irreduzible Kodarstellungen von &
werden damit also zu reell irreduziblen Darstellungen von @.

Die Dichtematrix einer solchen zeitumkehrinvarianten Eigenfunktion g¢: ist ebenfalls
zeitumkehrinvariant und transformiert sich nach dem symmetrischen Anteil des Quadrats
der Darstellung von ¢;, denn

o (2, ) = gp (@) @} * (@) = i (@) @i * (&) + ¢l () @} * (2')]
= ch Dy () Dy (r) @5 () @ (")

= %E[Dﬁ () Des (r) + Dis (r) Dua ()] [ps () @i (&) + e () ¢ ()]

Falls sich g; nach der identischen Darstellung transformiert, so gehort @; zu einer eindimen-
sionalen Darstellung, denn aus

D () Ds (r) = 051 O

folgt
Dy (r) = 0fiirj £ sundaller.

Die Umkehrung dieser Aussage ist evident.

Eine zeitumkehrinvariante Eigenfunktion ¢ einer geraden Zahl von Elektro-
nen, die eine eindimensionale Darstellung von & induziert, fiihrt zu einer beziig-
lich ® totalsymmetrischen Dichtematrix ¢ = g, und umgekehrt. Die Bedingung
2. ist also immer erfiillt, wenn ¢ zu einem symmetrieentarteten Eigenwert von #
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gehort. Fiir die Beurteilung der Bedingungen 1. und 3. liegt folgende Fallunter-
scheidung auf der Hand:

a) N C Cyy, oder die Dimension der reell irreduziblen Darstellung I" zur ent-
arteten Eigenfunkiion ¢ ist ungerade.

Falls 11 C Oy ist, zerfallt I" von & beztiglich 1 in eindimensionale reelle Dar-
stellungen. Ist die Dimension von I" ungerade, so spaltet I" beziiglich 1 auch ohne
die Einschrinkung Il C Cy, eine eindimensionale reelle Darstellung ab, denn zu
Cnwy (» beliebig) gibt es nur ein- und zweidimensionale reell irreduzible Darstel-
lungen. In jedem Fall findet sich also eine zeitumkehrinvariante Eigenfunktion
zu einer eindimensionalen Darstellung von 1, und die zugehdrige Dichtematrix
ist beziiglich 1l totalsymmetrisch. Eine radiale Auslenkung des Kerns o in Rich-
tung Fixpunkt-Kern gehort ebenfalls zur identischen Darstellung von U (dabei
kann der Fixpunkt auf der Hauptachse im Endlichen beliehig gewdhlt werden,
wenn alle Hauptachsenpunkte Fixpunkte sind). Damit ist die Forderung 1. fir
radiale Auslenkungen des Kerns a erfillt.

Da es zu Symmetriegruppen, deren Dreh-(spiegel-)achsen héchstens die Zahlig-
keit 2 besitzen, keine mehrdimensionalen reell irreduziblen Darstellungen gibt,
ist der Index der Untergruppe Il in & im Entartungsfall mindestens 3. Es gibt
demnach mindestens drei dquivalente Atomkerne, und eine beliebige Linearkom-
bination radialer Auslenkungen dieser Kerne kann weder eine reine Translation
noch eine Rotation sein. Mit dieser Feststellung ist auch die Bedingung 3. garan-
tiert.

b) U = Cpey mit » > 2, und die Dimension der reell irreduziblen Darstellung
I" zur entarteten Higenfunktion g ist gerade.

Falls I" von & beziiglich il eine eindimensionale reelle Darstellung abspaltet,
ist Fall Aa) mit allen Konsequenzen gegeben. Man erfihrt durch Inspektion der
Charakterentafeln, dafl dies zutrifft fiir die Darstellungen H, 4) beziiglich der
Untergruppe W1 = Cy) und Gy 4y beziiglich der Untergruppe Cs).

Somit bleibt B 4 beziiglich Csyy und Gy 4 beziiglich O zu diskutieren. Die
Zerlegung beziiglich der Untergruppen liefert

EBgu=E,
Gig,wy = By + B, .
Fiir eine Eigenfunktion zur Darstellung # bzw. E, ergibt sich das Transforma-
tionsverhalten von g, beziiglich I aus dem symmetrischen Produkt
(B x Bl=Awn+ &
bzw.

By X By =4 + By .

Diese Darstellung wird tatséchlich von g, induziert, denn wiirde nur A indu-
ziert, so miibte ¢ zu einer eindimensionalen reellen Darstellung von 1 gehdren.
Andererseits ist aber A() immer in der induzierten Darstellung enthalten.

Das Transformationsverhalten 4, - &) ergibt sich auch fir eine allgemeine,

nichtradiale Auslenkung des Kerns a. Damit ist Bedingung 1. auch fir diese Falle
erfillt.
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Die von der Auslenkung induzierte Darstellung Iy, enthdlt zwar Transla-
tionen und Rotationen, aber

Isg=T,, = Aq g+ Eg
bzw.
Isg=T,, S[Gy u X Gy uwl =A@ + Gy + Hyg

enthalten weder Translationen noch Rotationen, da diese bei Punktgruppen ohne
ausgezeichnete Achse zu irreduziblen Darstellungen der Dimension drei gehéren.
Mit dieser Feststellung ist die Bedingung 3. erfiillt.

B. Ungerade Elekironenzahl [D (¢) = — H]

Das Charakteristikum von Eigenfunktionen und Elektronendichtematrix beziiglich der
Symmetriegruppe &

Es ist nicht mehr mdéglich, zeitumkehrinvariante Eigenfunktionen zu finden. Dagegen sind
y und Ty jeweils ein Paar orthogonaler Eigenfunktionen, die durch die Zeitumkehroperation
auseinander bis auf das Vorzeichen hervorgehen. Wir bezeichnen sie mit ¢, ¢—; derart, daB
gilt

Tps = sgn (1) g . (6)
Wegen der Orthogonalitéit solcher Paare von Basisfunktionen ist jede Kodarstellung mit
D (¢) = — E von gerader Dimensionszahl. Wegen (5) miissen diese irreduziblen Kodarstellun-

gen von & mit einer komplexen Darstellung von & C & auch die konjugiert komplexe Dar-
stellung enthalten, falls die beiden nicht dquivalent sind. Ebenfalls wegen (5) miissen sie reelle
irreduzible Darstellungen von &7 wenigstens zweimal enthalten; denn wiirde nur eine einzige
solche Darstellung vorkommen, so miifite wegen des Schurschen Lemmas D (f) ein Viel-
faches der Einheitsmatrix sein, und die Beziehung D (¢) D* ({) = D (8?) = — E wiére nicht
maoglich. Da indquivalente irreduzible Darstellungen von ®1 als Bestandteile einer Kodar-
stellung wegen (5) durch Zeitumkehr nicht auseinander hervorgehen konnen, zerfillt in die-
sem Falle auch die Kodarstellung. Damit wird folgender Sachverhalt verstédndlich:

Die irreduzible Kodarstellung von € enthilt entweder eine reelle irreduzible Darstellung
von @& zweimal

oder eine komplexe irreduzible Darstellung von &, die zu ihrer konjugiert komplexen
dquivalent ist,

oder zwei nichtdquivalente konjugiert komplexe irreduzible Darstellungen von G .

Die Dichtematrix zu ¢; 1iBt sich gemil

0i (2, 2') = § [ (%) ¢ (&) + 9 (2) 9% (&' )]+ 3 [ (@) 9 () — 9 (2) @ ()]
= @i (&, @) + i (2, @)
zerlegen in einen zeitumkehrinvarianten Anteil g;4 und einen zweiten gi—, der bei Zeitumkehr
sein Vorzeichen wechselt. g;, gehoért also zu einer Darstellung von = &/T. Es transformiert

sich nach dem antisymmetrischen Teil der Quadratdarstellung von ¢:, denn setzen wir
o =sgn(i) & 4,80 giltmitder aus (5) und (6) resultierenden Beziehung D (r} = sgn (#)D——; (r)
@) = Sk @) @* (@) + ol () 9% (2)]
3 sgn (%) [pi (¥) £L; () — @l () & (2)]
=5 2Dy (r) DE (r) + Di—i (r) D (N] @ () 9% (')
ik
sgn (4) }; [Dss (#) Di—s (r) = Dy—i () D ()] 95 (%} & ()
I

1
2
= g0 () X [Dsu (r) Die—s (1) = Dy (r) D ()] [@3 (2) & (&) ~ e (@) & ()]

Ist die Darstellung von ¢ zweidimensional, so ist der antisymmetrische Teil ihres Quadrats
die identische Darstellung, wie aus det D (r) = | Dy () |2 + | Dyp (r) |2 = 1 (die Darstellung
ist dquivalent zu einer unitdren!) folgt. Es gilt auch die Umkehrung: Falls sich g:; nach der
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identischen Darstellung transformiert, so transformiert sich @; nach einer zweidimensionalen
Darstellung. Denn

Dy (7) D,Zki (ry + Dj—i (r) D,’f_i (r) = 031 Ore + Oj—i Op—s
liefert fir j =k + + ¢
Dy (r) = Ofiiralle r,
woraus die Behauptung folgt.

Eine Eigenfunktion ¢ einer ungeraden Zahl von Elektronen, die eine zwei-
dimensionale Kodarstellung von & induziert, fithrt zu einer Dichtematrix g, deren
zeitumkehrinvarianter Anteil g, beziiglich & totalsymmetrisch ist und umgekehrt.
Die Bedingung 2. ist demnach dann und nur dann erfiillt, wenn die Kodarstel-
lung nicht zweidimensional ist, d. h. wenn ¢ zu einem nicht nur Kramers-entar-
teten Eigenwert von 5# gehort.

Liegt nicht nur Kramers-Entartung vor, so folgt aus der Tatsache, daf alle
Gruppen C, ) nur zweidimensionale irreduzible Kodarstellungen besitzen, die
Moglichkeit der Wahl eines beztiglich 11, aber nicht beziiglich & totalsymme-
trischen p.. s geniigt also eine radiale Auslenkung d¢,, um die Bedingung 1. zu
befriedigen. Alle weiteren Schliisse bleiben dieselben wie in Aa).

Anhang. Formulierang und Beweis des Induktionssatzes

Der hier erdrterte Sachverhalt betrifft Darstellungen und Darstellungsmoduln
endlicher Gruppen und ist eine fiir die physikalische Anwendung formulierte Er-
weiterung einer Aussage iiber imprimitive Substitutionsgruppen (vgl. SrEISER
[5)).

® sei eine Gruppe endlicher Ordnung. Wir wollen sagen: ,,Ein Darstellungs-
modul m (zur Darstellung y) einer Untergruppe Ul von & induziert eine Darstel-
lung I" der Gruppe &, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. w ist Darstellungsmodul (zur Darstellung y) der Untergruppe 1 C ©.

2. m ist Teil eines Darstellungsmoduls M von &.

3. IR ist kleinster Darstellungsmodul von &, der m als Teilraum enthilt.

Die zu I gehorige Darstellung von ® sei mit I bezeichnet. Der iibliche Sprach-
gebrauch: Der Darstellungsmodul 9% induziert die Darstellung I' von &, bezeich-
net, den Spezialfall m = IN.

I entsteht also aus m durch Anwendung sdmtlicher Gruppenoperationen auf
die Vektoren von nt; der Darstellungsmodul m von U spannt durch Induktion den
Darstellungsmodul 3 von & auf.

Die Induktion ist transitiv in folgendem Sinne:

Seien U, 1" Untergruppen von ® mit der Eigenschaft 1 C W C & und m,
m’, M dazu gehdrige Darstellungsmoduln,

so folgt aus: m von U spannt durch Induktion m’ von 1I" auf
und : m’ von I spannt durch Induktion M von & auf
die Aussage: m von Ul spannt durch Induktion I von & auf.

Der Beweis der Transitivitit ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Induk-
tion.

Entsprechend einer Zerlegung von ® nach Linksnebenklassen von 11,
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u g, U gs ... ¢; U, 4 = Index von llin ®
sind die Moduln
m Jo T [/ S g: m .

Darstellungsmoduln der Untergruppen
u o el g Ugst ... g g3t
I ist der kleinste Vektorraum, der alle diese Moduln enthélt:
M=muUugmugsmu ... uUgmn.

Ist U speziell grofite Untergruppe aus @, zu der m Darstellungsmodul ist, so sind
die konjugierten Untergruppen gj lg;" groBte Untergruppen zu den Darstel-
lungsmoduln gzm. Falls Il auBerdem echte Untergruppe von & ist, so sind die
Moduln gzm paarweise nicht gleich.

Ist n,, die Dimension von m und ngy, diejenige von IR, so gilt

Ry S Ngp = Ny (7)

Gilt speziell ng, = in,, so nennen wir die Induktion regulir. Im Falle regulirer
Induktion ist also kein Vektor aus irgendeinem Darstellungsmodul g;m eine
Linearkombination von Vektoren der iibrigen Darstellungmoduln ggm.

‘Wir beweisen nun den folgenden Induktionssatz:

Wird vom Darstellungsmodul m zur Darstellung  von 11 eine Darstellung
I'von & induziert und sind

?’=;“qu, F:-‘;Azpz

die Zerlegungen djeser Darstellungen in irreduzible Bestandteile beziiglich 11 bzw.
®, so gilt
A= Y age,
7

wobei ¢¥ gemiB Iy (1) = Y ¢y, angibt, wie oft y, als Teildarstellung zur

Untergruppe 1t in I vorkommt.
Im Falle regulirer Induktion gilt das Gleichheitszeichen.
Falls y = pq irreduzibel ist, lautet der Induktionssatz

Al = C(é) ’

d. h. die Darstellung I'; kommt in der induzierten Darstellung /" héchstens ebenso
oft vor wie y4 als Teildarstellung von W in I enthalten ist.

Nehmen wir speziell m als irreduziblen Darstellungsmodul zur Einheitsunter-
gruppe {e) an, so fuhrt die regulire Induktion zur reguldren Darstellung: Aus (7)
wird ng, = hg = Gruppenordnung von @, und da 4;= ¢¥ = #; = Dimension
der Darstellung 17, folgt die bekannte Beziehung

hg =2 1.
[

Zum Beweis des Induktionssatzes geniigt es, die Behauptung fiir irreduzible Dar-
stellungen y = y, zu beweisen; bei reduziblem y gilt die nachfolgende Uberlegung
fiir jeden irreduziblen Bestandteil.

Beweis: p = g sei irreduzibel. Wir zerlegen einen Basisvektor ¢ von m in
Komponenten, die zu den verschiedenen Zeilen der verschiedenen irreduziblen
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Darstellungen I von & gehoren. Dies gelingt mit Hilfe der Projektions- und
Wechseloperatoren

70 — tl Z DY* (g) 0 (g)
J
bzw.

B@(gj) — ”q Z d(q)* (u)

zu den (unitir angenommenen) Darstellungen Iy bzw. vq von & bzw. U. Die
Matrizen D® (g) der Darstellungen [7 seien so gewdhlt, dal die D® (u) in der
nach U ausreduzierten Gestalt erscheinen und die vorgegebene Darstellung y4 von
U in den ersten ¢% Kastchen lings der Hauptdiagonalen steht, wenn sie ¢¥'mal
in I auftritt.

Mit der Zerlegung der Einheit

t
> > PV =0 (e) = Einheitsoperator
T i=1
ist
99— Z Z'@%) @ .
Die folgende Rechnung zeigt, daB von den ¢; Komponenten zu einer Dar-

stellung I'; in dieser Summe jeweils hochstens ¢ von Null verschieden sind. Mit
Hilfe der Beziehungen

7]
99 = 20 ¢ und 7 0 (g) = Y. D} (9) 7Y
ergibt sich aus der letzten Gleichung
u
@ _ ¥ () % 0) @ . My (rl)* 0) (0 @
(p? kllll'rd (u)gm(o(u)¢j hu?ll > d ( )Dzk(u)gzk‘pa

Beachten wir die oben angegebene Kistchenform der Matrizen D® (u), so folgt
unter Beniitzung der Orthogonalitatsrelationen fiir die d9) (u),

nq Z d(ﬂ).k (u) (‘1’) (u) = 5qqr 57”' Oir

hieraus schliefilich die gesuchte Komponentenzerlegung:
c®—1
Z Z '@;l—)!—vnq,j+vnq (p7 ;

dabei sind sog. leere Summen, bei denen die obere Grenze kleiner als die untere
ist, wegzulassen.

@2 hat also zu einer bestimmten Darstellung I'; von & hochstens ¢ Kompo-
nenten P e ivma P2 (oder weniger, falls einige dieser Ausdriicke verschwin-
den). Jede dieser Komponenten gehdrt zu einer anderen Zeile von I7. Im allge-
meinen, d. h. wenn ¢'? ein geniigend allgemeiner Vektor war, wird bei Anwendung
der Operationen von & auf ¢'9 jede dieser Komponenten die Darstellung I ein-
mal liefern. Sie kann also hichstens ¢?mal auftreten.

Die ubrlgen Basisvektoren ¢@ von m liefern bei Anwendung der Operationen
von ® dariiber hinaus keine weiteren Darstellungen: ¢ = 2 ¢@ Liegt ja
schon in dem durch ¢ erzeugten Darstellungsmodul 3 von . Danut ist der
Satz bewiesen.

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danken wir fiir finanzielle Unterstiitzung.
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