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Das Jahn-Teller-Theorem wird, im Gegensatz zur Beweisffihrung von J ~ N  und TELLER, 
ohne die Notwendigkeit einer detaillierten Diskussion einzelner Symmetrien und ihrer Reali- 
sierungsmSglichkeiten durch Atomanordnungen nach dem Muster einer frfiher gegebenen 
Argumentation [4] nochmals bewiesen. ])abei tritt der allen Einzelfallen gemeinsame physika- 
lische Grund ffir die Gfiltigkeit des Theorems in den Vordergrund. Spin-Bahn- mid Spin- 
Spin-Weehselwirkung der Elektronen werden yon Anfang an mit berficksichtigt. Der Beweis 
ohne Zuhilfenahme yon Tabellen fiber Darstellungen yon Normalkoordinaten usw. wird mSg- 
lieh unter Verwendung eines im Anhang abgeleiteten Satzes fiber die Induktion yon Darstel- 
lungen endlicher Gruppen. 

The Jahn-Teller theorem is proved again in a way roughly outlined some time ago [4]. In 
contrast to the way chosen by JAH~ and TELLER the new method of proof eliminates the neces- 
sity of detailed discussions of specified symmetries and their realizations in molecules, and 
clearly shows the physical basis common to all special cases on which the theorem does apply. 
Spin-orbit and spin-spin interaction of the electrons are taken into account from the very 
beginning of the proof, and the aid of tables with numerous detailed data illustrating normal 
coordinates etc. is made unnecessary. In the appendix a theorem on the induction of represen- 
tations of finite groups is given which makes the proof possible in its present form. 

La pr6sente publication donne de nouveau une d6monstration du th6or~me de Jahn- 
Teller, qui, sans discussion d~taill~e des sym6tries diff6rentes et de leur r~alisation dans les 
mol6cules, m~ne directement au r~sultat souhait6 suivant les arguments d'une publication 
ant6rieure [4]. Au cours de eet expos6 les aspects physiques communs ~ tousles eas sp~ciaux 
sont mis au point. D~s le d~but on a tenu compte des interactions spin-orbite et spin-spin des 
61eetrons. La d6monstration men~e sans tableaux de representations des coordonn6es norma- 
les etc. est rendue possible par un th~or~me sur l'induction des representations de groupes 
finis trait6 dans l'appendice. 

Einleitung 
Fi ih r t  die quantenmechanische  Behand lung  eines Molekiils mi t  symmetr ischer  

Anordnung  der Atome in  der N~iherung fixierter Kernor te  auf  symmetr iebedingte  
Energ ieentar tung ,  so ist es fiir den En ta r tungs fa l l  n icht  mSglich, un te r  Berufung 
auf  die Kernger i is tsymmetr ie ,  also re_it den Mit te ln  der Gruppentheorie,  das 
Wirken  symmet r ievermindernder  Kraf te  am Kerngeri is t  auszuschlieSen; es sei 
denn,  das Molekiil ist l inear gebaut  oder die E n t a r t u n g  ist die Kramers -En ta r tung .  
Dies ist die exakte Aussage eines Beweises, der i937 yon  I t .  A. JAHN u n d  E. 
TELLER [2, 3] gefiihrt wurde. Das Ausbleiben der oben genann ten  Schliisse beruht  
notwendig  auf  der Bertieksichtigung grundss wirksamer Einfiiisse geringe- 
rer Symmetr ie .  Wi i rden  im Einzelfall  symmet r ievermindernde  Kraf te  t ro tzdem 
versehwinden,  so miiSte dies dem Zufall  zugeschrieben werden. Die Er fahrung  
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lehrt uns, dab solehe Zuf~lle selten sind. Eine nichtlineare Symmetrie der Kern- 
konfiguration eines Molekiils in einem Zustand (nicht nur K_ramers-) entarteter  
Energie entsprieht demnaeh, yon unwahrscheinliehen Zuf~llen abgesehen, keiner 
Gleiehgewichtslage der Kerne. In  dieser Aussage liegt die physikalische Bedeutung 
des Jahn-Teller-Theorems. 

Der yon J A I ~  und TELLEI~ angefiihrte Beweis beruht auf einer Beurteilung 
der Energie~Lnderung des Molekiils bei Geriistdeformationen mittels einer StS- 
rungsrechnung, und er wird fiir die versehiedenen Symmetrien und zu jeder 
Symmetrie fiir die damit  vertr~gliehen mSglichen Kernanordnungen im einzelnen 
erbracht. Dazu sind umfangreiche Tabellen erforderlich. Aul~erdem wird Bahn- 
und Spinentartung getrennt behandelt, und die Beriieksichtigung der Spin- 
Bahnwechselwirkung macht  zuss Betrachtungen notwendig. Es ist daher 
schwer mSglich, einen charakteristischen Grund ffir die Giiltigkeit des Theorems 
aus diesem Beweisverfahren zu entnehmen. Das Bemfihen, einen Beweis zu 
geben, der diese Nachteile nicht aufweist, ist zugleich yon der I~Ioffnung bestimmt,  
die allen Einzelf~llen gemeinsame physikalisehe Ursaehe fiir dieses Ph~nomen 
deutlicher zu machen. Die Formulierung eines solehen Schlusses in Worten wurde 
1957 yon uns [4] fiir Bahnentar tung gegeben. Als logiseh zwingender Gedanken- 
gang fiir den n~ehfolgenden Beweis und zugleieh als dessen R@sum6 sei er bier, 
wegen der  unnStigen urspriinglichen Beschr~nkung auf Bahnentartung etwas 
abweiehend formuliert, nochmals ausgesproehen. 

Liegt in einem symmetrischen Molelci~l mit starrem Kerngeri~st symmetriebe- 
dingte Energieentartung vet, die nicht ausschliefllieh vonder Invarianz der Energie 
gegeni~ber einer Bewegungsumkehr der Elektronen herriihrt (Kramers-Entartung), 
dann enthiilt die Kerngeri~stsymmetrie mindestens eine Dreh- oder Drehspiegelachse 
mit einer Zi~hligkeit, die grS[3er als zwei ist. In  diesem Falle /indet sich unter den 
miteinander entarteten E, igen]unktionen immer eine, deren zugehSrige Elelctronen- 
verteilung gegeni~ber diesen Achsenoperationen nicht totalsymmetrisch ist. Mit  Aus- 
nahme reiner Kramers-Entartung hat dann auch das elelctrische Fetd, das von den Elelc- 
tronen in diesem Zustand erzeugt wird, diese Eigenscha]t. Wdhrend also ]i~r das 
elektrische Feld die Achsenoperationen keine Deckoperationen sind, Icommt ein 
au[3erhalb der Achse gelegener Atomkern mit symmetriegquivalenten Kernen zur 
Deckung. In  einem nichtlinearen Moleki~l wi~rden also bezi~glich dieser Achsensym- 
metrie dquivalente, nicht au] der Achse liegende Atomkerne an niehti~quivalenten 
Stellen eines elektrischen Feldes liegen. A'quivalente Gleichgewichtslagen von geladenen 
Teilchen an nichtiiquivalenten Feldorten wgren abet nicht symmetriebedingt und 
nur mit dem zu]~lligen Verschwinden des Feldes an s~mtlichen Kernorten zu er- 
]cliiren. Abgesehen yon solchen Zu/dllen kann demnach die angenommene Symmetrie 
des Kerngeri~sts bei einem nichtlinearen Moleki~l keiner Gleichgewichtskon]iguration 
entsprechen*. 

* In der unter [4] zitierten Formulierung wird yon einer versehiedenen Energie der Lage 
~quivalenter Atomkerne gesprochen, obwohl ausschliel31ieh d~s Feld zur Argumentation 
beniitzt wird. Diese Ausdrucksweise ist unkorrekt insofern, als der Schlul3 nur auf eine Ver- 
sehiedenheit des elektrischen Feldes an den Stellen ~quivalenter Kernlagen zu ziehen ist. Wie 
sich bei unserer sp~teren Fallunterscheidung As) und Ab) zeigen wird, ist ein Sehlul~ auf die 
Versehiedenheit der potentiellen Energie mit Ausnahmo yon zwei F~llen gerechtfer~igt, in 
denen nichtradiale Kernverrfiekungen diskutiert werden miissen. 
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Quantenmeehanisehe Formulierung und Giiltigkeitsgrenzen des Theorems 
Um diesen Schlul~ in der Sprache der Quantenmechanik naehzuvollziehen, ist 

zu zeigen, dab es unmSglich ist, eine Ungleichung 

mit der folgenden physikalisehen Bedeutung und unter den folgenden Bedingun- 
gen mit Symmetrieargumenten zu widerlegen. 

~ sei der vollstS~ndige Energieoperator (einsehlieglieh Spin-Spin- und Spin- 
Bahn-Weehselwirkung der Elektronen) fiir tin Molekiil mit starrem nieht- 
linearen Atomkerngertist der Symmetrie | 

~0 sei Eigenzustand zu einem symmetrieentarteten Eigenwert yon Y~'. 
q sei Koordinate eines Punkts  im Konfigurationsraum symmetriegquivalenter 

Atomkerne, d. h. einer Gesamtheit yon N Kernen mit der Eigensehaft, dag 
jeder mit ~edem dureh eine Symmetrieoperation aus | zur Deekung gebraeht 
werden kann. 

- -  sei die Ableitung im Konfigurationsraum der gqnivalent~en Kerne in einer Oq 
Riehtung, die znfolge einer geeigneten Wahl des Koordinatensystems einer 
niehttotalsymmetrisehen Deformation dq des Kerngeriists entsprieht. 

~, ~ q) hat also die Bedeutung tines Erwartungswerts der elektrisehen Kraft  

auf diese Kerne in P~iehtung der niehttotalsymmetrisehen Verrfiekung c3q im 
Konfigurationsraum. 

~0, ~ -  q9 c3q wS~re demnaeh der Erwartungswert der Arbeit bei einer virtuellen, 

niehttotalsymmetrisehen Verriiekung c~q*. 

Der quantenmeehanisehe Naehweis der Unwiderlegbarkeit der Ungleiehung 
(1) best/~tigt die oben gegebene Deduktion des Jahn-Teller-Theorems mit Worten 
in allen Einzelheiten. Er  kann folgendermagen zusammengefal3t werden. 

Bei symmetriebedingter Energieentartung kann das Versehwinden des Er- 
wartungswerts der virt~uellen Arbeit fiir eine symmetrievermindernde, geeignet 
gewghlte virtuelle Verr/iekung c3q 5~quivalenter Atomkerne in niehtlinearer An- 
ordnnng deswegen night gesehlossen werden, weil eine zugehSrige Elektronen- 
diehtematrix (Elektronenverteilung) mit Ausnahme reiner Kramers-Entartung 
einen bewegungsumkehr-invarianten Bestandteil hat  (Beitrag zum elektrisehen 
Feld), der nieht totalsymmetriseh ist. 

In  diesem Resultat des naehfolgenden Beweises sehen wir den physikalisehen 
Grund fiir die Giiltigkeit des Theorems. 

* In einer t959 ersehienenen Arbeit yon Cr~I~TON und RICE [1] unter dem Titel ,,Reformu- 
10~tion of the Jahn-Teller Theorem ̀~ wird die Zweekmggigkeit~ einer Diskussion des Theorems 
ohne St6rungsreehnung dureh Beispiele belegt. I)er Ausgangspunkt ihrer Betraehtung, die 

0(% ~ )  o 
Variation des Erwartungswer~es der Energie n~ch den Kernpar~metern ~ o~ fiihrt 

fiber d~s Hellmann-Feynman-Theorem zu dem hier eingenommenen St~ndpunkt. Die bereits 
in [4] skizzierte BeweismSglichkeit auf dieser Basis wird nicht diskutiert. Insofern enth~lt die 
Arbei~ weder ffir den Beweis gegenfiber [2, 3] noch ffir die Interpretation des Jahn-Teller- 
Theorems gegenfiber [4] neue Aspekte. 

22* 
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Vor dem eigentlichen Beweis sollen den Giiltigkeitsbereieh des Theorems be- 
treffende Bemerkungen fiber die Begriffe Moleki~lsymmetrie ,  S y m m e t r i e  des 
Energieoperators,  Symmetr i een tar tung  und Zu/a l l  gemacht werden. 

Unter Molekiilsymmetrie wird naeh Art ihrer experimentellen Feststellung 
eine innerhalb eines endliehen Zeitintervalls zeitunabhi~ngige Besonderheit in der 
Geometrie der Atomanordnung verstanden. Sie ist eharakterisiert dttreh die 
Symmetriegruppe (~ aller Drehungen, Spiegelungen und Drehspiegelungen, 
welche das Molekiil mit sieh zur Deekung bringen. Mit dieser Begriffsbfldung ist 
also, wenn die Atomkerne als klassisehe Teilchen angesehen werden, eine zei~]iehe 
Mittelung der Kernlagen vorausgesetzt. 

Fiir die folgende Untersuehung wird das Molekiil in der N/~herung starter 
Kernanordnung behandelt. Diese Annahme ist nach der Born-Oppenheimer- 
N~herung ein physikalisch sinnvoller Ansatz fiir die Gleiehgewiehtslage der Kerne 
in einem reaten Molekiil. Unsere Resultate, eine Kritik an der Symmetrie der 
Gleichgewiehtslage der Kerne, betreffen daher die ~olekiilsymmetrie nut  in soweit, 
als Molekiilsymmetrie und Symmetrie der Gleiehgewiehtslage identisch sind. Dies 
trifft wohl im allgemeinen zu; dai] es abet nicht notwendig der Fall sein mul~, sei 
bier ausdriicklich hervorgehoben. 

Der vollstandige Energieoperator YC eines starren Molekfils enth~lt die Kern- 
koordinaten nur als Parameter. Die relevanten Konsequenzen der Kernsymmetrie 
fiir den Energieoperator bestehen in seiner Invarianz gegeniiber Relativbewe- 
gungen und -spiegelungen zwischen dem System der Kerne und dem System der 
Elektronen gem~]] der Beziehung 

0 s  (r) ~ (~1 (r) = ~ f  = ( ~  (r) ~ OK (r). (2) 

Dabei sind &E (r) und (~K (r) dem Gruppenelement r zugeordnete Operatoren, die 
auf die Elektronen- bzw. Kernvariablen wirken. Bei Anwendung eines solchen 
Operators auf eine Z n s t a n d s f u n k t i o n  spinbehafteter Teflchen ist allerdings zu be- 
achten, dab zwei Drehungen oder Drehspiegelungen, die sich um eine Drehung e 
mit dem Drehwinkel 2 ~ unterseheiden, yon verschiedenem EinfluB sein kSnnen. 
Erst  eine Drehung um 4 z laBt eine solche Zustandsfunktion in jedem Falle nnge- 
andert. Demgemi~B ist es im Sinne einer umkehrbar eindeutigen Zuordnung zwischen 
Operatoren und Gruppenoperationen notwendig, die Operatoren den Symmetric- 
operationen der Doppelgruppe |162 zuzuordnen. | besteht aus Elementen r, re, die 
sich paarweise um ~ unterscheiden, und es ist re = er und s s = e = Gruppeneinheit. 
Demgem~B gilt die Isomorphiebeziehung | ~ | e). 

Da im Energieoperator eines Molekiils mit starrem Kerngeriist und Kernen 
ohne Spin kein ~nBeres Magnetfeld auftritt,  ist 5r ~ auch mit dem Zeitumkehr- 
(oder Bewegungsumkehr-) operator ~-- vertausehbar. Die Zeitumkehroperation t 
als Gruppenelement steht mit den Gruppenelementen r aus (~t ira Zusammenhang. 
Es gilt n~tmlich t 2 = e und tr = rt  fiir alle r aus | Damit ist 

= (Or, 0 t t) 

als die Symmetriegruppe yon j/z aufzufassen. Sie enthi~lt | als Normaltefler vom 
Index 2. Ein weiterer Normalteiler ist die Zeitumkehrgruppe ~ --- (t, t ~ = s, t a, e), 
nnd es gilt 

~ |  . 
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In dieser Isomorphiebeziehung kommt zum Ausdruek, dab 0perationen aus | 
in ihrer Anwendung auf zeitumkehrinvariante Zustandsfunktionen als Opera- 
tionen aus | aufzufassen sind, dab also in diesem Fall Operatoren (9 (r), (9 (re), 
Y (9 (r), Y (9 (re) nieht untersehieden werden miissen und durch einen Operator 
(9 (g) zu einem Element g aus | ersetzt werden k6nnen. 

Die Permutationsgruppe der Elektronen, die auch zur Symmetriegruppe yon 
zu zahlen ware, hat fiber das Pauli-Prinzip hinaus keine weiteren Konsequen- 

zen fiir Energieentartung. Sie kann daher fiir das Folgende unberiieksiehtigt 
bleiben. 

Energieentartung, die wegen der Symmetrie | yon ~ auftritt, nennen wit 
symmetriebedingt. Eine zusatzliehe Entartung ware ,,zufallig". Der Begriff Zu- 
fall ist bier mit der Definition ,,Symmetrie des Energieoperators" verkntipft. Es 
besteht Veranlassung, anzunehmen, dab mit der Effassung der ganzen raumliehen 
Symmet r ie |  des Energieoperators in der Symmetriegruppe | a le  relevanten 
Symmetrien erfagt sin& Entspreehend zeigt die Erfahrung, dab zufallige Entar- 
tung selten ist. 

Der Zufall kommt aueh ins Spiel bei der Behauptung, die angenommene Sym- 
metrie als Symmetrie der Gleiehgewiehtslage sei bis auf Zufalle auszusehlieBen. 
Der Zufall erseheint in der mathematisehen Behandlung als die Zufalhgkeit, mit 
der ein Integral den Wert Null annimmt, wenn feststeht, dab alle dazu hinreichen- 
den Symmetrieeigensehaften des Integranden beziiglieh | nieht vorliegen. 

SehlieBheh betrifft der Zufall aueh die riehtige Wahl der Kernkoordinaten als 
Gleiehgewiehtslage gegeniiber totalsymmetrisehen Deformationen. Von dieser 
Wahl mu6 abet eine Analyse der Voraussetzung ,,Symmetrie der Gleich- 
gewiehtslage" unabhangig sein. Dasselbe gilt far a le  nieht symmetrievermindern- 
den Verriiekungen des Kerngertists. Es ist daher im folgenden dafiir Sorge zu 
tragen, dal3 totalsymmetrisehe Deformationen und Kernverraekungen, die einer 
starren Bewegung des ganzen Kerngeriists entsprechen, zur Kritik an den Gleieh- 
gewiehtslagen der Kerne nieht herangezogen werden. 

Ebenso wie 24 ~ gemaB G1. (2) ist aueh der Operator 0 ~  invariant gegen~'aber ~q 
der gleiehzeitigen Anwendung yon Gruppenoperationen aus | auf Kern- und Elek- 
tronenvariable, d. h. 

(gK (r) (~= (r) ~ q  (~= (r) (9i 1 (r) -- 0q ' (3) 

woraus folgt 

(9E (r) ~ eE 1 (,F) = (9~1 (r) (gK (r) . (3a) 

~gf 
Da andererseits ~-q- dq invariant ist gegentiber Transform~tioneu der Kernkoor- 

dinaten, mug sieh ~ beziiglieh der Kernkoordinaten kontragredient zu dq ocler 

wegen (3a) dq beziiglieh tier Kernkoordinaten aquivalent z u ~ - b e z i i g l i e h  der 

Elektronenvariablen transformieren. Im folgenden wird (gE mit (9 bezeiehnet. 
Es erweist sieh als vorteilhaft, fiir Ungleiehung (i) die Or~s-Spin-Darstellung 

zu wahlen: 
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= S 9 ( = , x ' )  ~ - ( x ' , x )  . (4) 
x, x l 

Dabei steht x ffir die Orts- und Spinkoordmaten s&mt]icher E]ektronen. 
S bedeutet bez~glich der O~skoordinsten Integration und bezfiglioh der 

Spinkoor~naten Summation. Im fo]genden so]] der Prozess S kurz als ,,Integra- 
tion fiber die E]ektrone~J{oordinaten" bezeiohnet werden. 

(x, x ~) ist der Operator der elektrischen Kraft  auf die Kerne in Riehtung 

der Verriickung ~g in der Orts-Spin-Darstellung, und 9 (x, x ~) = ~ (x) qJ*(x') ist die 
Elektronendichtema~rix zur Eigenfunktion ~0(x) in derselben Darstellung. 

Das IntegrM S 9(x, x ~) -~-~ Ix, x) ist in seiner Eigensehaft als Erwartungs- 

wert per definitionem invariant gegeniiber gemeinsamen unit~ren oder antiuni- 

t~ren Transformationen yon 9 und ~ .  Da sowohl das Integral selbst wie der ~q 

zweite Faktor des Integranden, ~-q (x ~, x), zeitumkehrinvariant ist, kann nur der 

zeitnmkehrinvariante Anteil 9+ yon 9 gem~B einer Zerlegung 9 = 9 + + 9 - =  
- �89 (9 + 9') + �89 (9 - 9'), 9' = 3T93--~, einen Beitrag zum Integral liefern. Es 

geniigt also, den Integranden yon S 9+(x, x ~) ~ (x', x) hinsiehtlieh seines Trans- 

formationsverhaltens gegeniiber | ~ ~/% zu untersuchen. Das Transformations- 
verhalten gegeniiber | charakterisiert das Transformationsverhalten gegeniiber 
| solange, als 3- Einheitsoperator ist. Dies ist nut  fiir eine zeitumkehrinvariante 
Basis bzw., wie sparer gezeigt wird, fiir reelle Darstellungsmatrizen der Fall. Die 
Darstellungen yon @, welehe ans irreduziblen Kodarstellungen* yon | hervor- 
gehen, sind dementspreehend reell irreduzibel. 

Denken wir uns den Integranden in Komponeuten nach den reell irreduziblen 
Darstellungen der Gruppe | zerlegt, so folgt, dal~ eine yon Null versehiedene 
Komponente zur identisehen Darstellung in dieser Zerlegung vorkommen mu6, 
wenn das Integral nieht versehwinden sell; denn alle iibrigen Komponenten tragen 

zum Integral niehts bei. Da der Integrand als Produkt yon 9+ und ~ -  vorliegt, 

k~nn das Auftreten einer Komponente zur ident i schen  Darstellung aus der Kern- 
ponentenzerlegung der beiden Faktoren beurteilt werden. Die identisehe Darstel- 
lung wird nur vom Produkt soleher Komponenten induziert, die zu adjungierten 
Darstellungen gehSren. Da adjungierte reelle Darstellungen ~quivalent sind und 

d~ ferner das Transformationsverhalten yon ~ und (~g, wie friiher erw~hnt., das- 

selbe ist, l~uft die Untersuehung darauf hinaus, die Darstellungen /~+ und J ~  
yon | anf gleiche reell irreduzible Bestandteile hin zu untersuehen. Damit die 

/ \ 
Aussage, ,,abgesehen yon Zuf~llen versehwindet der Erwar~ungswert [ % ~ - ~ )  

! 

nieht",  nieht auf der Beurteilung yon totalsymmetrischen Deformationen, Trans- 
lationen und Botationen beruht, miissen in /'~r irreduzible Bestandteile, die 
solchen Verrfiekungen entspreehen ,  aul~er aeht gelassen werden. 

* Bezfiglich des Begriffs Kodarstellung, zu welehem d~s Auftreten des untiunit~ren Ope- 
r~tors ~ Ver~nlassung gibt, vgl. WI~EB [6]. 
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Fiir das Versti~ndnis des naehfolgenden Beweises ist die Kenntnis des im An- 
hang abge]eiteten Induktionssatzes und der dabei benutzten Nomenklatur er- 
forderlich. 

Der Beweis 

Die Symmetrieuntergrnppe jener Deckoperationen aus der Symmetriegruppe 
| eines ~folekiils, die einen Atomkern a lest ]assen, sei 1I. Wir w~hlen diesen Atom- 
kern auBerhalb des Fixpunkts aller Deekoperationen der Symmetriegruppe und 
auBerhalb der t~auptaehse, falls die betreffende Symmetrie eine H~uptachse 
besitzt; das ist immer mSglieh ffir Molekfile nichtlinearer Kernanordnung. In  
jedem Falle gilt also 

1I ~ Cnv mit n G 5 .  

l/ ist demnach eine der Symmetriegruppen C1, Cs, Cn, Cnv. Eine Auslenkung 
(~qa des Atomkerns a induziert eine Darstellung y~q~ yon 1I. Der zugehSrige Dar- 
stellungsmodul m~q~ ist ein Vektorraum yon Auslenkungen des Atoms a mit der 
Dimension d, l ~ d ~ 3. Der ~V[odul m~q~ zur Untergruppe 1I induziert eine Darste]- 
lung F~q~ yon (~ regular; regular deshalb, weft alle 0perationen einer Linksneben- 
klasse yon 1I den Kern a in einen iiquivatenten Kern b iiberffihren, ws Ope- 
rationen aus versehiedenen Linksnebenklassen den Kern a in verschiedene ~qui- 
valente Kerne fiberfiihren. Die Zahl der Linksnebenklassen und die Zahl der zu a 
~quivalenten Kerne ist also dieselbe. Auslenkungen verschiedener Kerne sind aber 
linear unabhs 

Der zeitumkehrinvariante Dichtematrix~nteil @+ zu einer Eigenfunktion 
induziert eine Darstellung y~+ yon 11. Der zugeh6rige Darstellnngsmodul me+, ein 
Linearformenmodul soleher Matrizen, induziert eine Darstellung Fe+ yon | 
(Diese Induktion ist im allgemeinen nieht regular.) 

Unser Beweisverfahren ls nun darauf hinaus, ~0 und ~qa so zu w~hlen, dal~ 
me+ und m~q~ s Darstellungsmoduln zu 1I, die Darstellungen y~+ und y~q~ 
also gleich sind. Unter dieser Voraussetzung besagt der Induktionssatz 

G+ c F~qo. 
Damit ist aber eine Zerlegung yon J~r in zwei Bestandteile JP~q~ ~ F~q -4- F ~  
gew~hrleistet, deren einer/~q gleich FQ+ ist. In der Prodnktdarstellung Fe+ x/~q~ 
gibt somit jeder irreduzible Best~ndteil yon /~ q  zu einer identischen Darstellung 
Veranlassung. Daraus folgt, da~ fiir alle Verriiekungen aus dem Darstellungs- 
modul zu/~q,  also fiir spezielle Line~rkombinationen yon Auslenkungen der zu 

s Atomkerne, das Bestehen der Ungleiehung (1) nicht ausgesehlossen 
werden k~nn. 

Das Jahn-Teller-Theorem ist demnach bewiesen, wenn @+ und (~qa so gewi~hlt 
werden kSnnen, dal~ 

i. y~+ -- y~q~ bzw. me+ ~ rn~q~ ist, 

2./~o+ nieht die identisehe Darstellung ist und 

3. der Darstellungsmodul zu /~oq keine starren Bewegungen des ganzen Kern- 
ger~ist enth~tlt*. 

* Diese Bedingung ist hinreichend, aber nicht notwendig. Es wiirde geniigen, zu fordern, 
dMt der Modul zu F~ nichttotalsymmetrisohe Deformationen des Kerngeriists enth~lt. 
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Es  wird sieh zeigen, dab  nur  im Fa l le  re iner  K r a m e r s - E n t a r t u n g  die Bed ingung  
2. n ich t  eff i i l lbar  ist.  (Dagegen exis t ie r t  bet  l inearen Molekfilen, ffir welehe die 
Bed ingungen  1. bis 3. zur  Diskuss ion des Jahn-Te l le r -Ef fek t s  gleichfalls k o m p e t e n t  
wi~ren, ke ine  Aus lenkung  ~qa gem~B ~[., falls Bed ingung  2. gilt .)  

Mit  den  Bedingungen  1., 2. und  3. b r ing t  der  I n d n k t i o n s s a t z  zum Ausdruck ,  
dab  ein beweisendes K r i t e r i u m  ffir das  Theorem,  die ~ b e r e i n s t i m m u n g  des Trans-  
fo rmat ionsverha l t ens  yon  n i ch t t o t a l symmet r i s ehe r  Gerf i s tdeformat ion  und  
D ieh t ema t r i xan t e i l  ~+, eine Folge  der  ~ni~quivalenz des Trans format ionsverha l -  
tens  yon  0+ und  dem t o t a l s y m m e t r i s c h e n  Kernger i i s t  ist.  

Der  Versueh,  diesen Sachverha l t  ohne Verwendung  ether m a t h e m a t i s c h e n  
N o m e n k l a t u r  in  W o r t e  zu fassen, ff ihr t  zu der  in der  E in le i tung  gegebenen F o r m u -  
l iernng.  

Zur  Pr i i fung  der  genann ten  drei  Bedingungen  h a b e n  wir  die Fiil le ge rader  und  
unge rade r  E l ek t ronenzah l  ge t renn t  zu behandeln .  

Die Notwendigkeit dieser Fallunterscheidung folgt aus dem unterschiedlichen Transforma- 
tionsverhalten der Eigenfunktionen bet Anwendung der 0perationen zur Symmetriegruppe | 

Die Kommutativit~t rt = tr zwischen Zeitumkehroper~tion und Gruppene]ementen aus 
(~  zusammen mit der AntilinearitEt des Operators 3- (3-i = - i3-) drtickt sich in der folgenden 
Beziehung zwischen den Matrizen einer Kodarstellung gus: 

D-~ (t) D (r) D (t) = D* (r) 
und 

D (t) D* (t) = D (t ~) = D (s). (5) 

Entsprechend den m6glichen Werten D (s) = • E (E = Einheitsmatrix) unterscheiden wir: 

A .  Gerade Elelctronenzahl [1) (~) = E] 

Das Charakteristikum yon Eigenfunktionen mid Elektronendichtematrix bezfiglich der 
Symmetriegruppe 

Mit y~ und 3-~ gehSren auch (4 + 3-) ~v und i (i - 3-) ~ zum Kodarstellungsmodul yon ~.  
Die beiden letzten Funktionen sind zeitumkehrillvari~nt. Auf eine zeitumkehrinvariante 
Basis ~ bezogen, wird aber D (t) = E. Die Kodarstellung yon ~ wird zur Darstellung yon 

~ ~/~,  und wegen (5) ist diese Darstellung reell. Irreduzible Kodarstellungen yon 
werden damit also zu reell irreduziblen Darstellungen yon (~. 

Die Dichtematrix einer solchen zeitumkehrinvarianten Eigenfunktion ~0~ ist ebenfalls 
zeitumkehrinvariant~ und transformiert sich nach dem symmetrischen Anteil des Quadr~ts 
der D~rstellung yon ~o~, denn 

d (x, z') = ~ (x) ~ *  (z') = �89 [~  (x) ~ *  (x ~) + ~ (z) ~ *  (~')] 

] , /c  

1, k 

Falls sich ~ nach der identischen D~rstellung transformiert, so gehSrt T~ zu ether eindimen- 
sionalen Darstellung, denn ~us 

D~ (r) Dk~ (r) = 8~ &~ 
fo~g~ 

D~, (r) = 0 ftir i ~: i und alle r .  
Die Umkehrung dieser Aussage ist evident. 

Eine ze i t umkehr inva r i an t e  E igenfunk t ion  T e i n e r  geraden  Zahl  yon Elek t ro -  
nen,  die eine e indimensionale  Dars te l lung  yon  | induzier t ,  f f ihr t  z~ einer bezfig- 
l i c h |  totalsylrm~etr ischen D i e h t e m a t r i x  0 = 0+ und  umgekehr t .  Die Bedingung  
2. is t  also immer  erftillt ,  wenn ~ zu e inem s y m m e t r i e e n t a r t e t e n  E igenwer t  yon ~ f  
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geh6rt. Ffir die Beurteilung der Bedingungen t. nnd 3. liegt folgende Fallunter- 
scheidung auf der I{and: 

a) 1I _C_ C2v, oder die Dimension der reell irreduziblen Darstellung F zur ent- 
arteten Eigenfunktion q) ist ungerade. 

Falls 11 ~ G2v ist, zerfgllt/~ yon 63 beziiglieh 1I in eindimensionale reelle Dar- 
stellungen. Ist  die Dimension yon F ungerade, so spaltet F beziiglieh 11 aueh ohne 
die Einsehrgnkung 11 C_ C2v eine eindimensionale reelle Darstellung ab, denn zu 
Cn(v) (n beiiebig) gibt es n~r ein- und zweidimensionale reell irreduzible Darstel- 
lungen. In  jedem Fall finder sieh also eine zeitumkehrinvariante Eigenfunktion 
zu einer eindimensionalen Darstellung von 11, nnd die zugeh6rige Diehtematrix 
ist beziiglieh 11 totalsymmetriseh. Eine radiale Anslenkung des Kerns a in Rich- 
tung Fixpunkt-Kern geh6rt ebenfalls zur identisehen Darstellung yon 11 (dabei 
kann der Fixpunkt auf der Kanptaehse im Endliehen beliebig gewghlt werden, 
wenn alle tIauptaehsenpunkte Fixpunkte sind). Damit ist die Forderung 1. fiir 
radiale Auslenkungen des Kerns a erf/illt. 

Da es zu Symmetriegruppen, deren Dreh-(spiegel-)aehsen h6ehstens die Zghlig- 
keit 2 besitzen, keine mehrdimensionalen reell irreduziblen Darstellungen gibt, 
ist der Index der Untergruppe 11 in | im Entartnngsfall mindestens 3. Es gibt 
demnaeh mindestens drei gquivalente Atomkerne, nnd eine beliebige Linearkom- 
bination radialer Auslenkungen dieser Kerne kann weder eine reine Translation 
noeh eine Rotation sein. Mit dieser Feststellung ist aueh die Bedingung 3. garan- 
tiert. 

b) 1I = Cn(v) mit n > 2, und die Dimension der reell irreduziblen Darstellnng 
F znr entarteten Eigenfunktion ~ ist gerade. 

Falls F yon 63 beziiglieh 1I eine eindimensionale reelle Darstellung abspattet, 
ist Fall Aa) mit allen Konsequenzen gegeben. Man erf~hrt dureh Inspektion der 
Charakterentafeln, dab dies zntrifft fiir die Darstellungen E(g, u) beziiglieh der 
Untergruppe 11 ~ C4(v) and G(g. u) beziiglich der Untergruppe Ca(v). 

Somit bleibt E(g, u) beziiglieh Ca(v) nnd G(g, u) beziiglieh Cs(v) zu diskutieren. Die 
Zerlegung beziiglieh der Untergruppen liefert 

E(g, u) = E ,  

G(g, u) = E1 + E2 �9 

Ftir eine Eigenfnnktion zur Darstellung E bzw. E e ergibt sieh das Transforma- 
tionsverhalten yon ~+ beziig]ieh 11 aus dem symmetrischen Produkt 

[E x E] = A(~) + E 

bZW'. 
[E~ • E2] =A(,) + E 1 . 

Diese Darstellung wird tats~ehlieh yon ~+ induziert, denn wiirde nut  A(1 ) indu- 
ziert, so miiBte ~ zu einer eindimensionalen reellen Darstellung yon H gehSren. 
Andererseits ist aber A (1) immer in der induzierten Darstellung enthalten. 

Das Transformationsverhalten A (2) § E(~) ergibt sieh aueh far eine allgemeine, 
niehtradiale Auslenkung des Kerns a. Damit ist Bedingung 1. auch far diese F~lle 
erfiillt. 
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Die  y o n  der  A u s l e n k u n g  induz i e r t e  D a r s t e l l u n g  /'oq~ enth/~lt zwar  Trans l a -  
t i o n e n  u n d  R o t a t i o n e n ,  abe r  

bzw.  

e n t h a l t e n  wede r  T r a n s l a t i o n e n  n o c h  l%otat ionen,  da  diese bci  P u n k t g r u p p e n  ohne  
ausgeze ichne te  Achse  zu i r r e d u z i b l e n  D a r s t e l l u n g e n  der  D i m e n s i o n  drei  gehSren.  
Mit  dieser  F e s t s t e l l u n g  is t  die  B e d i n g u n g  3. erffillt .  

B.  Ungerade Elektronenzahl [D (~) = -- E] 

Das Charakteristikum yon Eigenfunktionen und Elek~ronendichtematrix beziiglich der 
Symmetriegruppe 

Es ist nicht mehr mSglich, zeitumkehrinvarian~e Eigenfunk~ionen zu finden. Dagegen sind 
~p und J-y~ jeweils ein Paar orthogonaler Eigenfunktionen, die durch die Zeitumkehropera~ion 
auseinander bis auf das Vorzeichen hervorgehen. Wir bezeichnen sie mit ~vt, ~ - i  derart, daB 
gilt 

3 - ~  = sgn (i) ~_~. (6) 

Wegen der Orthogonalit~t solcher Paare yon Basisfunktionen ist jede Kodarstellung mit 
D (s) = - E yon gerader Dimensionszahl. Wegen (5) mfissen diese irreduziblen Kodarstellun- 
gen yon ~ mit  einer komplexen Darstellung yon ~r C ~ auch die konjugiert komplexe Dar- 
stellung enthal~en, falls die beiden nieht ~quivalent sin& Ebenfalls wegen (5) miissen sie ree]le 
irreduzible Darstellungen yon @r wenigst~ens zweimal enthalten; denn wiirde nur  eine einzige 
solche Darstellung vorkommen, so miil3te wegen des Sehursehen Lemmas D (t) ein Viel- 
faches der Einheitsmatrix sein, und die Beziehung D (t)D* (t) = D (t 3) = - E  w/~re nicht 
mSglich. Da in~quivalente irreduzible Darstellungen yon (~r als Bestandteile einer Kodar- 
stellung wegen (5) durch Zeitumkehr nicht auseinander hervorgehen kSnnen, zerfi411t in die- 
sere l%lle auch die Kodarstellung. Damit wird folgender Sachverhalt verst~ndlieh: 

Die irreduzible Kodarstellung yon | enth~lt entweder eine reelle irreduzible Darstellung 
von@? zweimal 

oder eine komplexe irreduzible Darstellung yon @?, die zu ihrer konjugiert komplexen 
~quivalen~ ist, 

oder zwei nieht/iquivalente konjugiert komplexe irreduzible D~rs~ellungen yon ~ ? .  
Die Dichtematrix zu ~ li~l]t sieh gem~l~ 

e, (x, z') = �89 [~, (x) ~* (~') + ~_, (x) ~*, (~')]+ -1 [~  ~ (x) ~* (z') ~_,  (x) ~*, (z')] 

= e*+ (x, x') + e~- (x, x') 

zerlegen in einen zeitumkehrinvarianten An~eil ~+ und einen zweiten Q~-, der bei Zeitumkehr 
sein Vorzeichen wechselt. ~o~+ gehSrt also zu einer Darstellung yon ( ~  | Es transformiert 
sich nach dem antisymmetrischen Tell der Qu~dratdarstellung yon ~ ,  denn setzen wir 
~ = sgn (i) S--k, so gilt mit  der aus (5) und (6) resultierenden Beziehung D~ (r) = sgn (i])D.-~-~ (r) 

O~+ (Z, Z,) = 1 ' ' *  [ ~  (x) ~, (x') + ~ ' ,  (z) k *  (X')] 

= �89 ~, [Ds, (r) D 5  (r) + D~_, (r) D~*_, (r)] ~s (x) ~ (x') 

= �89 sgn (i) ~ [D~ (r) D~_~ (r) -D~- ,  (r) D~ (r)] ~v~ (x) $,~ (x') 

= ~ sgn (i) ~ [Dr (r) D~-, (r) - D~--, (r) D~ (r)] [ ~  (x) ~ (x') - ~ (x) ~ (x')] . 

Is~ die Darstellung yon q~, zweidimensional, so ist der antisymmetrische Tell ihres Quadrats 
die identisehe Darstellung, wie aus det D (r) = I D~ (r) p + 1 D~3 (r) [3 = t (die Darstellung 
ist aquivalent zu einer unit~ren!) folgt. Es gilt auch die Umkehrung: Falls sich ~,+ nach der 
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identischen Darstellung transformiert, so fransformiert sich ~ nach einer zweidimensionalen 
Darsfellung. Denn 

/)j~ (r) D*  (r) + Dj_~ r * ( ) D~_~ (r) = ~j~ &~ + dj-~ &-~ 
liefert fiir ~ =/c ,~_ ~ i 

D~ (r) = 0 fiir alle r ,  
woraus die Behauptung folgt. 

Eine Eigenfunktion ~ einer ungeraden Zahl yon Elektronen, die eine zwei- 
dimensionale Kodarstellung w m |  induziert, ffihrt zu einer Dichtematrix 0, deren 
zeitumkehrinvarianter Anteil 0+ bezfiglich | totalsymmetrisch ist and  umgekehrt.  
Die Bedingung 2. ist demnach dann und nur dann erffillt, wenn die Kodarstel- 
lung nicht zweidimensional ist, d. h. wenn ~ zu einem nicht nut  Kramers-entar-  
teten Eigenwert yon gt ~ geh6rt. 

Liegt nicht nur Kramers-Entar tung vor, so folgt aus der Tatsache, daI~ alle 
Gruppen Cn (v)nur zweidimensionale irreduzible Kodarstellungen besitzen, die 
MSglichkeit der Wahl eines beziiglich 1I, abet  nicht beztiglich (~ totalsymme- 
trischen ~+. Es genfigt also eine radiale Auslenkung (3qa, um die Bedingung 1. zu 
befriedigen. Alle weiteren 8chliisse bleiben dieselben wie in Aa). 

Anhang. Formulierung und Beweis des Induktionssatzes 

Der hier erSrterte Sachverhalt betrifft Darstellungen und Darstellungsmoduln 
endlieher Gruppen und ist eine ffir die physikalische Anwendung formulierte Er- 
weiterung einer Aussage fiber imprimitive Substitutionsgruppen (vgl. SP~IsE~ 
[51). 

| sei eine Gruppe endlicher Ordnung. Wir wollen sagen: ,,Ein Darstellungs- 
modul m (zur I)arstellung y) einer Untergruppe 1I yon | induziert eine Darstel- 
lung F der Gruppe | wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind : 

t. m ist Darstellungsmodul (zur I)arstellung ~/) der Untergruppe 11C | 

2. m i s t  Teil eines Darstellungsmoduls ~J~ yon | 

3. ~ ist kleinster Darstellungsmodul yon (~, der m a l s  Teilraum enthglt. 

Die zu g)t gehSrige Darstellung yon | sei mit  F bezeiehnet. Der iibliche Sprach- 
gebrauch: Der Darstellungsmodul ~ induziert die Darstellung F yon (~, bezeich- 
net den Spezialfall m = ~ .  

entsteht also aus m dutch Anwendung sgmtheher Gruppenoperationen auf 
die Vektoren yon m; der Darstellungsmodul m von 11 spannt durch Indukt ion den 
Darstellungsmodul ~ yon (~ auf. 

Die Indukt ion ist transit iv in folgendem Sinne: 

Seien 1I, 11~ Untergruppen yon | mit  der Eigensehaft 1I =C It' _C | und m, 
m', ~t dazu geh6rige Darstellungsmoduln, 

so folgt aus : m yon 1I spannt  dureh Indukt ion m'  von  11' auf 

und: m'  yon 11i spannt dureh Indukt ion ~J~ yon (~ auf 

die Aussage : m yon 11 spannt dutch Indukt ion g)~ von | auf. 

Der Beweis der Transitivitg~ ergibt sieh unmittelbar  aus der Definition der Induk- 
lion. 

Entspreehend einer Zerlegung yon | naeh Linksnebenklassen yon 11, 
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U g2 U g3 l~t . . . . . .  gl 1I, i = Index  yon lI in (~ 
sind die Moduln 

m 9'2 m g3 m . . . . . .  g~ m .  

Darstei lungsmoduln der Untergruppen 

11 g2 l l g ~  1 g~ l Ig~  1 - . .  gi l I g ~  1 �9 

ist der kleinste Vektorraum,  der alle diese l~oduln enth~lt : 

= 1~ u g2m U g3m U �9 �9 �9 U gem. 

I s t  1I speziell grSBte Untergruppe  aus @, zu der m Darstel lungsmodul ist, so sind 
die konjugierten Untergruppen g~ llg~71 gr5Bte Untergruppen zu den Darstel- 
lungsmoduln gkm. Falls 1I anl3erdem echte Untergruppe yon  | ist, so sind die 
Moduln g~m paarweise nieht  gleich. 

Is t  n m die Dimension yon  m und  n ~  diejenige yon  ~)~, so gilt 

n~ <~ n ~  <= inr~ . (7) 

Gfl~ speziell n ~  = in~, so nennen wir die Induk t ion  regulgr. I m  Falle regul~rer 
Induk t ion  ist also kein Vektor  aus irgendeinem Darstel lungsmodul gjm eine 
Linearkombinat ion yon  Vektoren der iibrigen Darstel lungmoduln g~m. 

Wi t  beweisen nun den folgenden Induktionssatz: 
Wird vom Darstel lungsmodul m zur Darstel lung 7 yon  1I eine Darstel lung 

/"  yon  | induziert  und  sind 

y =  ~ aqyq , F =  F. A z F t  
q 1 

die Zerlegungen dieser Darstel lungen in irreduzible Bestandteile bezfiglieh ~[ bzw. 
(~, so  g i l t  

q 

wobei c~ ) gem~l~ Ft  (1 I )=  ~ c(~ ) yq angibt, wie oft 7q als Tefldarstellung zur 
q 

Untergruppe  ~t i n / ' t  vorkommt .  
I m  Falle reguli~rer Induk t ion  gilt das Gleichheitszeiehen. 
Falls y = 7q irreduzibel ist, laute t  der Indukt ionssa tz  

At=< c~ ) , 

d. h. die Dars te l lung / ' t  k o m m t  in der induzierten Darstellung F hSchstens ebenso 
oft vor  w]e ~]q &ls Teildarstellung yon  1I in/~t enthal ten ist. 

Nehmen wir speziell m a l s  irreduziblen Darstel lungsmodul zur Einheitsunter-  
gruppe (e) an, so fiihrt die regul~re Induk t ion  zur reguls Darstel lung:  Aus (7) 
wird n ~  = h$ = Gruppenordnung yon  | und  da At = caq ) = tt = Dimension 
der Darstel lung Ft, folgt die bekannte  Beziehung 

= 

l 

Zum Beweis des Indukt ionssatzes  geniigt es, die Behauptung  ffir irreduzible Dar- 
steilungen 7 = 7q zu beweisen; bei reduziblem 7 gilt die nachfolgende ~ber legung 
fiir jeden irreduziblen Bestandteil .  

Beweis: 7 = Yq sei irreduzibel. Wir  zerlegen einen Basisvektor  ~(~) yon  m in 
Komponenten ,  die zu den verschiedenen Zeilen der verschiedenen irreduziblen 
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Darstellungen/'~ von | gehSren. Dies gelingt mig Itflfe der Projektions- und 
Wechseloperatoren 

~(.0 h V D(z). = _~; (~) e (g) 

bzw. 

zu den (unitgr angenommenen) Darstellungen Fg bzw. 7q yon | bzw. 11. Die 
~atr izen D(0 (g) der Darstellungen ]~z seien so gewghlt, dal3 die D(g) (u) in der 
naeh 1I ausreduzierten Gestalt erseheinen und die vorgegebene Darstdlung yq yon 
12 in den ersten et~ ) K~stehen l~ings der Hauptdiagonalen steht, wenn sie c(~)m~l 
in / ' z  auftritt.  

Mit der Zerlegung der Einhei t  
tl 

~ V ~(0 = @ (e)= Einheitsoper~tor 
l i= l  

ist 
t~ 

r = ~ V ~(.0 ~(q) 
l i=1  

Die folgende Rechnung zeigt, dab yon den h Komponenten zu einer Dar- 
stellung/'~ in dieser Summe jeweiIs hSebstens c~ ) yon Null versehieden sind. Mit 
Hilfe der Beziehungen 

tz 
@}) = -~(q)Z w~(q)J und ~v~q) 6 (g) = /-.v ~'~kna) (g) ~'r 

k = l  
ergibg sieh aus der letzten Gleiehung 

tg tz 

�9 ~ ' i k  W j �9 

Beaehten wir die oben ~ngegebene Kgstehenform der 1V[atrizen D(~) (u), so folgt 
unter Beniitzung der OrthogonMitgtsrela~ionen fiir die d(~ (u), 

nq \-~ ~/(q),  ~ ~ ~/(q~) 
- -  z . ,  ~ h l  ~ ~ ( u )  = ~ q q ,  6~.~ ~ , 
h u  p, 

hieraus sehlieglieh die gesueh~e Komponentenzerlegung: 
c ~ ) - - I  

"* j+vnq, ]+vnq 
l v=0 

dabei sind sog. leere Summen, bei denen die obere Grenze kleiner als die untere 
is~, wegzulassen. 

~v(} ) hat also zu einer bestimmten Darstellung/'z von | hSchstens cr ) Kompo- 
nenten ~}z+)~, ~+~ T{{) (oder weniger, falls einige dieser Ausdriieke verschwin- 
den). Jede dieser Komponenten gehSrt zu einer anderen Zeile yon/~z. Im allge- 
meinen, d. h. wenn ~0({) ein geniigend allgemeiner Vektor war, wird bei Anwendung 
der Operationen yon | auf Tr jede dieser Komponenten die Darstellung F~ ein- 
real liefern. Sie kann also hSchstens eae)mal auftreten. 

Die tibrigen Basisvektoren ~<{) yon m liefern bei Anwendung der Operationen 
von | dariiber hinaus keine weiteren Darstellungen: ~0r ) zr ~r liegt ja 
sehon in dem durch q~(q.) erzeugten Darstellungsmodul ~ von | Damit ist der g 

Satz bewiesen. 

Der Deutschen Forschungsgemeinsch~f$ danken wir fiir fmanzielle Un~erstii~zung. 
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